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公路 组 和 曲线 弧 长 的 精确 解 及 其 应 用 


张 坤 宜 , 罗 志 强 , 魏 德 宏 , 吕 君 雄 
(广东 工业 大 学 建设 学 院 ,广东 广州 510090) 


摘要 :根据 微分 几何 理论 , 按 反 分 析 原 理 ,从 缓和 曲线 的 整体 结构 关系 中 推 证 了 缓和 曲线 弧 长 基础 方 
程 的 形式 。 该 文 同 时 利用 现代 数学 与 测量 平 差 理论 的 研究 成 果 ,分 析 缓 和 曲线 弧 长 基础 方程 的 收敛 
性 质 , 提 出 直接 精确 求解 缓和 曲线 弧 长 的 迭代 方法 . 介绍 应 用 缓和 曲线 弧 长 方程 求解 弧 长 的 技术 方 
案 “ 弃 4 取 P” ,突破 “参数 估计 法 "的 技术 难点 ,为 缓和 曲线 的 应 用 提供 “精确 .简便 "的 新 技术 思路 . 
缓和 曲线 弧 长 基础 方程 的 提出 及 其 解法 和 应 用 试验 表明 ,缓和 曲线 没有 理想 精确 弧 长 方程 的 历史 已 
经 结束 ;缓和 曲线 弧 长 基础 方程 在 缓和 曲线 弧 长 直接 精确 求解 和 各 种 曲线 组 合 定位 中 具有 独特 优点 
和 显著 的 通用 特征 . 
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在 现代 交通 路 线 工 程 建 设 中 ,缓和 曲线 是 一 种 必 备 的 重要 线形 ,其 中 的 缓和 曲线 弧 长 是 应 

用 中 倍 受 关注 的 重要 参数 . 可 以 看 出 ,人 们 认识 缓和 曲线 往往 注意 到 肖 特 公式 , 即 
A’=RIl, (1) 

式 (1) 的 尺 是 与 缓和 曲线 连接 的 圆 曲 线 半 径 ,可 在 路 线 工程 建设 中 按 一 般 汽车 运行 需要 及 地 形 
情况 设 定 ;4 是 回旋 曲线 参数 , 可 按 经 验 或 按 规 范 要 求 给 出 . 由 此 可 见 , 式 (1) 的 缓和 曲线 弧 长 ? 
可 以 利用 回旋 曲线 参数 4 和 圆 曲线 半径 只 计算 得 到 . 一 般 说 来 , 圆 曲 线 半径 员 是 路 线 工程 设计 
较为 稳定 的 设计 参数 , 故 按 式 (1) ,缓和 曲线 弧 长 1 的 实际 长 度 取决 于 回旋 曲线 参数 4 的 设 定 . 
为 了 述说 方便 ,本 文 把 “以 回旋 曲线 参数 4 的 设 定 求解 组 和 曲线 弧 长 ! 的 实际 长 度 ” 的 方法 , 称 
为 参数 估计 法 . 

应 当 说 , 式 (1) 表 示 组 和 曲线 弧 长 符合 回旋 曲线 的 性 质 :曲线 上 一 点 的 曲率 半径 与 相应 弧 
长 的 乘积 是 一 个 常数 . 式 (1) 表 示 的 并 非 缓 和 曲线 弧 长 的 数学 模型 . 可 以 看 出 , 式 (1) 似 是 一 种 
类 似 面 积 计算 的 模式 ,其 中 参数 4? 本 身 缺 乏 确 切 的 线性 量度 性 质 ,就 定量 确定 缓和 曲线 弧 长 而 
言 , 式 (1) 存 在 显著 的 模糊 状态 . 在 各 种 线形 组 合 环境 中 ,应 用 式 (1) 的 参数 估计 法 求解 缓和 曲 
线 弧 长 存在 较 大 的 困难 . 应 当 说 ,人 们 为 克服 困难 想 了 很 多 办 法 5; ,但 不 尽 人 意 的 状况 依然 存 
在 . 由 此 看 来 ,如 何 观察 缓和 曲线 的 整体 线形 ,研讨 缓和 曲线 弧 长 的 数学 模型 , 即 弧 长 方程 ,仍然 
是 一 件 很 有 意义 的 事情 . 


1 组 和 曲线 弧 长 方程 及 其 求解 
图 1 表示 缓和 曲线 与 圆 曲线 组 合成 缓 圆 曲线 的 情况 . 图 中 ,2 点 至 HY 点 的 缓和 曲线 弧 长 
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为 4 根据 原始 推 求 HY 点 坐标 的 微分 几何 理论 "1 ,顾及 较 高 的 精密 性 ,HY 点 的 坐标 可 表示 为 
E £ 7 P 光 





=7- 2 十 4 一 ot 8 一 - 10， (2) 
40R* 3456R* S599040Rs 17542640R* 78033715200R 
la 8 1 Ls 1 1 
= 一 一 一 一 一- 3 
7 6R 336R’ T4224R’ 9676800R” 73530096640R” 1880240947200R™? (3) 





过 到 点 的 切线 角 p, 是 
Be (4) 
图 1 中 的 p\g 称 为 偏 移 值 ,它们 与 HY 点 的 坐标 x,、y,。 有 明 
确 的 关系 , 即 
p=Y, +Reosp, -R, (5) 
qg =%, — Rsing,. (6) 
为 了 寻找 缓和 曲线 弧 长 数学 模型 ,可 选用 上 述 其 中 一 式 ,如 
式 (5) , 则 寻找 缓和 曲线 弧 长 数学 模型 的 方法 : 
1) 按 级 数 展 开 cos8, ,并 根据 B, 与 弧 长 ! 的 关系 式 (4) 整 理 




















得 到 
尼 8 1 Es 3 1 缓 圆 曲线 
cosB, =1 ——z + 了 一 5 十 8 一 os (7) 
8R: ' 384R’ 46080R® ' 10321920R* 3715891200R 
2) 将 式 (3) 式 (7) 代 入 式 (5) ,经 整理 得 
Pr 14 2 有 1 
EN et . 8 
24R 2688R’ * 506880R’ 154828800R” ' 70601932800R? 人 


可 以 说 , 式 (8) 是 偏 移 值 p 的 精确 计算 公式 . 式 (8) 表 明 只 要 有 缓和 曲线 的 弧 长 ! 和 圆 曲线 
半径 尺 , 就 可 以 精确 计算 偏 移 值 p. 

3) 缓和 曲线 弧 长 基础 方程 的 设立 . 为 了 推论 缓和 曲线 , 以 反 分 析 原 理 反 其 道 而 行 之 , 令 偏 
移 值 D、 圆 曲线 半径 届 为 已 知 ,由 此 而 来 ,缓和 曲线 弧 长 ! 成 为 待 求 的 未 知 数 , 则 式 (8) 便 变 为 

忆 有 有 Ls 1 

24R 2688R: + 506880R’ ~ 154828800R’ + 70601932800R ?= 0 

式 (9) 就 是 缓和 曲线 弧 长 /的 求解 方程 , 即 缓和 曲线 弧 长 方程 . 

式 (9) 是 一 个 高 次 方程 . 在 这 里 ,p 是 圆 曲 线 距 直线 (或 是 x 轴 ) 最 近 点 d( 见 图 1) 到 直线 的 
距离 ,以 新 的 名 称 : 圆 弧 路 .一般 说 来 ,在 圆 弧 距 p、 圆 曲线 半径 尺 已 知 时 ,可 以 按 编 表 反 查 法 求 
解 缓 和 曲线 弧 长 岂 , 但 方法 比较 烦琐 . 现代 数学 及 测量 平 差 理 论 与 技术 "1 可 为 组 和 曲线 弧 长 的 求 
解 提供 方便 之 门 . 

从 缓和 曲线 亚 点 的 坐标 推 证 可 见 , 坐 标 表 达 式 与 相应 具有 收敛 性 质 的 正弦 级 数 、 余 弦 级 
数 关系 密切 ,而 偏 移 值 p 表达 式 同样 与 之 关系 密切 . 因此 ,缓和 曲线 弧 长 方程 是 一 个 收敛 性 高 次 
方程 . 在 现代 线性 代数 理论 5 与 实践 已 经 证 明 涉 及 具有 收敛 性 质 线性 方程 的 迭代 法 !9 可 解 性 . 
这 里 暂 不 讨论 该 高 次 方程 迭代 法 的 收敛 过 程 , 仅 从 实践 应 用 需要 出 发 按 文献 [6|] 的 迭代 法 步骤 
求解 . 

为 了 实现 缓和 曲线 弧 长 的 迭代 法 求解 , 先 对 式 (9) 作 适当 处 理 . 设 1=7 代入 弧 长 基础 方 
程 ,此 时 式 (9) 变 为 

41 + BE + Cl +Dl + El -p=0， (10) 
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-1 1 -1 1 
4= ,C = ,D= ,E= ; 
式 中 7 2688R’’” 506880R’’ 154828800R7 70601932800R? 


此 时 按 迁 代 法 求解 %, 则 缓和 曲线 弧 长 1= Vi 
2 弧 长 基础 方程 的 定位 应 用 


1) 直接 高 精度 求 得 缓和 曲线 弧 长 /. 上述 缓 和 曲线 弧 长 基础 方程 的 求解 过 程 及 试验 计算 可 
见 , 在 圆 曲 线 半径 RR 已 定 的 情况 下 ,只 要 获得 圆 弧 距 p, 就 可 以 直接 求 得 缓和 曲线 弧 长 . 表 1 列 
出 以 缓和 曲线 弧 长 基础 方程 计算 缓和 曲线 弧 长 的 部 分 试验 数据 . 表 1 部 分 试验 数据 表明 : 

(1) 缓和 曲线 弧 长 1 的 长 短 取决 于 圆 弧 距 p. 表 1 可 见 ,以 量度 性 质 明 显 的 圆 弧 距 p 选择 组 
和 曲线 弧 长 1, 直观 性 强 . 圆 弧 距 p 和 辆 曲线 半径 R 是 直接 获取 缓和 曲线 弧 长 1 的 重要 参数 . 

(2) 缓和 曲线 弧 长 /的 一 次 性 求解 精度 高 . 表 1 的 Al 是 弧 长 基础 方程 经 过 迭代 法 2 ~6 回 
循环 得 到 的 收敛 程度 ,或 者 说 ,是 缓和 曲线 弧 长 1 的 求解 误差 , Al <0.05 mm ,部 分 人 1 为 零 . 

2) 直接 求解 缓和 曲线 弧 长 方程 ,可 以 获取 符合 公路 建设 实际 要 求 的 缓和 曲线 弧 长 . 

(1) 调整 圆 弧 距 p 和 半径 尺 , 使 弧 长 1 的 计算 值 满足 要 求 . 表 1 可 见 ,在 圆 弧 距 p 一 定 的 情 
况 下 ,缓和 曲线 弧 长 ! 随 半径 RR 增 长 而 增长 ;在 半径 一 定 的 情况 下 ,缓和 曲线 弧 长 1 随 R 圆 弧 距 
Pp 增 大 而 增长 . 因此 ,在 应 用 弧 长 方程 计算 公路 中 线 的 缓和 曲线 弧 长 1 时 ,可 以 通过 调整 圆 弧 距 
p 和 半径 R, 使 弧 长 1 的 计算 值 满 足 公路 路 线 设计 规范 缓和 曲线 弧 长 的 最 短 长 度 要 求 . 如 表 1 中 
加 粗 斜 对 角 折 线 右 下 方 的 弧 长 1 较 之 适合 高 速 公路 所 须 的 最 短 长 度 要 求 . 

(2) 以 调整 圆 弧 距 p 为 主 ,调整 半径 尺 为 次 . 表 1 可 见 , 圆 张 距 p 以 0.5 m 增 大 1.5 mm, 缓和 
曲线 弧 长 ! 增长 了 约 2 倍 . 而 半径 R 以 50 m 增 大 150 m ,缓和 曲线 弧 长 /也 才 增 长 了 约 2 倍 . 这 
里 的 圆 弧 距 p 增 大 值 是 半径 R 的 增 大 值 的 1/100, 可 以 换取 与 之 相同 的 缓和 曲线 弧 长 增长 值 . 
由 此 可 见 , 圆 弧 距 p 是 缓和 曲线 弧 长 1 增长 变化 最 灵敏 的 因素 . 因此 ,在 半径 尺 符 合 一 般 要 求 的 
情况 下 ,以 圆 弧 距 bp 的 小 调整 可 获取 缓和 曲线 弧 长 大 变化 . 这 种 缓和 曲线 弧 长 的 调整 方法 有 利 
于 有 效 利用 地 形 , 有 利于 获取 缓和 曲线 弧 长 理想 长 度 . 

表 1 缓和 曲线 弧 长 m 的 求解 值 与 误差 Ai/mm 








R/m 
p/m 90 100 200 500 1000 1500 20 | 20 | 
EE AI EN ED Dr er 
34.716 |0.012| 49.424 |0.016| 69.319 | 0 |109.568| 0 |154.936|0.015|189.750| 0 [219.101| 0 [244.959| 0 | 











2.0 | 49.202 |0.037| 69.431 | 0 [98.085 |0.019|154.986|0.018|219.136|0.028|268.366|0.017|309.872, 0 
eS 268.414 |0.057 37 


区 85.128 328.704 |0.021|379.534 |0.037|439.319 |0.019| 
an hhh Er ON 
[os ms 2 G05l m7 05h omen mo oh.06 0.0 [S19 .80 2a1 .002| 7.500.009) 
oo fra odfs onss afa onlzn znl 0 [orsoha ooo sofa on lana 0 len- szl 0 Ire on 0 


3) 缓和 曲线 弧 长 基础 方程 确立 了 “ 先 有 圆 弧 距 p, 后 有 缓和 曲线 弧 长 ”的 曲线 定位 新 方 
一 般 地 ,缓和 曲线 弧 长 可 按 规范 要 求 直 接 得 到 '"”. 如 果 公 路 路 线 存在 缓和 曲线 与 与 圆 曲线 、 
直线 的 复杂 组 合 情 况 ,由 此 而 来 , 便 存在 C 型 曲线 \s 型 曲线 、 凸 型 曲线 等 组 合 曲线 ,这 时 候 缓 和 

















70 广东 工业 大 学 学 报 第 23 着 


曲线 弧 长 的 求解 成 为 解决 此 类 曲线 组 合 的 现实 需要 . 以 往 不 尽 人 意 的 状况 是 解决 此 类 曲线 组 合 
所 需 的 缓和 曲线 弧 长 ,是 先 设 定 回旋 曲线 参数 4 再 试 求解 过 程 ,限制 因素 不 合理 ,反复 性 大 , 因 
而 难度 也 大 . 而 “ 先 有 圆 弧 距 p, 后 有 缓和 曲线 弧 长 疡 的 曲线 定位 新 方法 ,是 以 缓和 曲线 弧 长 方 
程 (9) 为 基础 ,完全 可 以 突破 这 种 难度 大 的 问题 有 关 过 时 的 限制 因素 ,如 不 同 曲率 半径 的 比值 
已 不 起 作用 . 

这 里 以 图 2 非 对 称 缓 圆 曲 线 (缓和 曲线 与 圆 曲 线 直线 的 组 合 ) 为 例 , 说 明 该 曲线 组 合 定位 
步骤, 有关 应 用 缓和 曲线 弧 长 方程 进行 C 型 曲线 型 曲线 . 凸 型 曲线 等 曲线 的 组 合 定位 ,读者 
可 以 自行 试验 . 图 2 非 对 称 缓 圆 曲 线 组 合 定位 步骤 是 ; 

(1)“ 弃 4 取 p”. 即 不 再 设 定 回旋 曲线 参数 4, 而 是 从 已 知 条 件 中 寻找 圆 弧 距 p. 图 2 是 组 
和 曲线 与 圆 曲 线 直线 的 组 合 情 形 , 整 条 曲线 称 为 非 对 称 圆 缓 曲线 . 一 般 的 已 知 条 件 :直线 MJD、 
JDN 各 有 一 个 点 坐标 和 坐标 方位 角 , 圆 曲线 有 半径 及 及 0 点 坐标 , 故 可 以 : 

@ 以 0 点 坐标 分 别 和 直线 MJD、JDN 的 垂直 关系 , 求 取 0 点 到 直线 MJD、JDN 的 距离 9 、 

@ 以 0 点 坐标 分 别 和 直线 MJD JDN 的 垂直 关系 , 求 取 EF 点 坐标 ,并 为 EF 点 定位 ; 

@ 获取 圆 弧 距 pj、p;, 即 pi =s1 -R,p, =s,-R. A 

(2) 按 弧 长 基础 方程 (10) 求 解 缓和 曲线 弧 长 精确 值 一 


N 









~ 


Ub: 
(3) 4、.B、C.D 主 点 定位 . 
中 按 式 (6) 求 偏 移 值 mg ,以 EF 点 为 基准 ,用 偏 移 
值 qd1\qd2 为 4、B 点 定位 . 

@ 按 式 (2) 式 (3) 求 C 坐标 ,为 C 点 定位 . 

@ 求 CD 绝 长 lcp. 弧 长 lop 按 下 式 ， 

JE rR (11) 

式 中 切线 角 pB1\pB; 分 别 利用 4、 按 式 (4) 求 得 ,注意 “一 区 
Bi.B; 的 单位 整合 ;a = ap - ajpw ,Qnmp amw 是 直线 MD、 M 
JDM 的 坐标 方位 角 . 

@ 求 DD 点 坐标 (上 略 ) ,并 为 D 点 定位 . 

@) 整 条 非 对 称 圆 缓 曲线 的 详细 点 位 坐标 计算 ( 略 ). 


3 结语 


理论 分 析 和 试验 表明 ,缓和 曲线 弧 长 的 基础 方程 及 其 弧 长 求解 符合 回旋 曲线 的 性 质 , 式 
(9) 是 确定 缓和 曲线 弧 长 比较 理想 的 弧 长 基础 方程 . 缓和 曲线 弧 长 方程 结束 了 缓和 曲线 弧 长 的 
模糊 状态 ,由 此 产生 的 “ 弃 4 取 p” 的 求解 过 程 为 缓和 曲线 与 圆 曲 线 、 直 线 的 各 种 线 型 组 合 '“ 提 
供 新 的 思路 . 

1) 以 基础 方程 求解 缓和 曲线 弧 长 ,思路 新 颖 ,方法 直接 .简便 . 缓和 曲线 弧 长 方程 不 依赖 回 
旋 曲 线 参数 4, 可 以 彻底 免除 以 往 参 数 估 计 法 等 方法 的 各 种 困惑 . 缓和 曲线 弧 长 的 基础 方程 为 
缓和 曲线 开辟 新 的 应 用 前 景 . 

2) 一 次 性 高 精度 的 弧 长 直接 精确 解 表 明 ,过 去 各 种 线 型 组 合 的 组 和 曲线 弧 长 设 定时 “调试 





图 2 非 对 称 组 圆 曲 线 
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频繁 \ 计 算 复杂 、 反 复 性 突出 "的 困难 已 经 不 存在 ,缓和 曲线 弧 长 基础 方程 及 其 高 精度 求解 在 各 
种 线 型 组 合 应 用 具有 很 好 的 通用 性 . 

3) 缓和 曲线 弧 长 基础 方程 有 利于 现代 交通 路 线 的 快速 精确 线形 整体 组 合 设 计 与 定位 . 试 
验 表明 ,尤其 应 用 电子 地 图 获取 0 点 坐标 及 相关 直线 参数 ,在 曲线 定位 组 合 设计 应 用 上 具有 方 
法 简单 .灵活 机 动 \ 简 捷 可 靠 等 的 优点 . 
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The Research for the Arc-length Equation 
of the Spiral Curvein Highway 


ZHANG Kun-yi ,LUO Zhi-qiang, WEI De-hong ,LU Jun-xiong 
( Faculty of Construction, Guangdong University of Technology ,Guangzhou 510090, China) 


Abstract:According to the differential geometry theory and counter-analysis principle, this paper de- 
duces the spiral curve arc-length base equation of higher degree from its total construction. Applying 
the theory about the modern mathematics and the survey adjustment ,it analyses the astringent proper- 
ties in the arc-length base equation of the spiral curve and advances a method-—the iterative method to 
get the arc-length of the spiral curve directly and precisely. Applying the technologyical project on “p 
substitute for A” ,making a breakthrough at the old and trouble method-—"“ parameter estimate method 
”0 ，getting the arc-length of the spiral curve ,the new technological project is used in the highway. 
There are some conclusions in this paper: the history that no arc-length base equation for the spiral 
curves has been closed; it is important that the special characteristics of the arc-length base equation 
may be employed universally in the curve composing and positioning. 


Key words :highway; spiral curve; arc-length base equation; iterative method. 


